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В данной работе приведены описания стабилизации положения колесного прыгающего робота 

методом линейно-квадратичного регулирования. Показано, что метод линейно-квадратичного 

регулирования можно модифицировать так, что он будет самонастраивающимся на заданное целевое 

положение. Это делает возможным стабилизацию положения в более широком диапазоне воздействий, 

более устойчивой к внешним факторам и не требует, в отличие от пропорционально-интегрально-

дифференцирующего метода, перенастройки робота в процессе изменения параметров системы.  
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Введение. В настоящее время становятся популярными колесные прыгающие 

роботы [1-5]. В сравнении с другими они имеют минимальные затраты на 

перемещение. Одной из проблем таких роботов является стабилизация его равновесия. 

В статье [6] рассматривались основные методы кинематики и динамики колесного 

прыгающего робота. В настоящей статье предлагается более устойчивая версия метода 

стабилизации линейно-квадратичного регулирования.  

Механизм стабилизации. Цель: стабилизировать вертикальное положение 

робота, точнее: стержня, на котором расположены все исполнительные механизмы. 

Технически проблема решается, если установить управляемый двигатель на малой 

шестерне [6], который может прикладывать момент между шестерней и стержнем. На 

при этом связи становятся более сложными. Настоящая статья раскрывает проблему и 

предлагает свой вариант решения. 

Кинематическая система колесного прыгающего робота изображена на рис. 1. 

Принципиальным отличием от робота [6] является то, что здесь добавлен полезный 

груз С, закреплённый на длинной штанге L=BC.  

 

Рис. 1. Кинематическая система колесного прыгающего робота 
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В [7] это штанга представляет собой пятизвенный манипулятор. Из-за этого, вес и 

момент инерции системы в процессе работы могут изменяться в широких пределах. В 

точке В размещен двигатель Mb, в задачи которого входят стабилизация положения 

всей системы, подъем-опускание центра тяжести и осуществление прыжков. Штанга L 

жестко закреплена на статоре двигателя Mb. Рычаг AB концом B жестко соединен с 

ротором двигателя Mb, а концом А жестко соединен со статором двигателя ma, 

основной задачей которого является качение устройства по земле.  Момент двигателя 

ma передаётся шине колеса через зубчатое колесо А на внутренний зубчатый обод 

шины. В отличие от [6] мы разрываем связь: стержень AB и шестерня соединены через 

управляемый привод (мотор). Обновлённая физическая модель такова: θ - угол 

положения центра малой шестерни относительно центра желоба, φ - угол поворота 

малой шестерни, ψ - угол стержня с грузом относительно горизонтали (инерциальная 

система).  

Важно, что формула связи (1), полученная в [6], остаётся справедливой и в этом 

случае: 

 ( )x R r r = − − . (1) 

Но теперь нет жёсткой связи между φ и ψ, так как между ними – двигатель, 

который может создавать управляющий момент ( )t . 

Целью является стабилизация стержня, удерживающего полезную массу, в любом 

заданном положении. Но, не уменьшая общности, достаточно показать стабилизацию в 

вертикальном положении 2 =  (от горизонтали). Это положение неустойчивого 

равновесия, как перевёрнутый маятник [7-9]. 

Для возможности стабилизации равновесия (перевёрнутого маятника), 

необходимы: двигатель, способный прикладывать нужный момент; датчики для 

измерения (θ  φ      ) и т. д.) и реализован закон управления (например, 

пропорционально-интегрально-дифференцирующем (ПИД) или пропорционально-

интегрально-дифференцирующем (ЛКР) регуляторе). Фактически, двигатель даёт 

внутреннюю степень свободы управления, которой достаточно для стабилизации. 

Доказать, что такая система может [10-11] обеспечить нужную стабилизацию 

положения достаточно просто. Надо рассчитать прямой момент на стержень 

(упрощённо). Если считать, что двигатель прикладывает момент ( )t  к стержню, то 

уравнение для ψ будет: 

 coseffI mgL  − = ,  

где 
effI  – эффективный момент инерции (включая связь с движением колеса). 

Для малых отклонений от вертикали δ вверх: 
2


 = + , cos  − , тогда: 

 effI mgL  + = .  

Это неустойчивая система (знак «+»), но с управлением ПИД p dk k  = − −

получаем: 
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 ( )eff d p
I mgLk k   + + − = .  

Если выбрать 
pk mgL , система становится асимптотически устойчивой. 

Но гораздо интереснее рассмотреть полную нелинейная модель с ЛКР и обратной 

связью по причине того, что именно такая модель имеет преимущество перед 

остальными известными. Линеаризуем систему около 
2


 = , 0 = , 0 = = . 

Получим линейную систему типа: u= +x Ax B , где u = . 

Получим уравнение движения и уравнение стабилизации из уравнений Лагранжа. 

Для этого надо найти кинетическую и потенциальную энергию груза. Положение груза: 

 
( )

( )

sin cos

cos sin

X x R r L

Y R r L

 

 

= + − +


= − − +

.  

Скорость груза: 

 
( ) cos sinX x R r L   = + − − , 

( ) sin cosY R r L   = − + . 
 

Кинетическая энергия колеса: 
2

ж
Т М х= , где ( )х R r r = − − . Теперь 

кинетическая и потенциальные энергии вращающихся шестерен вращающиеся части: 

малая шестерня (массой пренебрегаем, но учитываем её инерцию через  , фактически, 

если масса мала, можно считать, что двигатель напрямую управляет ψ, а   

определяется из связи с x. Главное упрощение: считаем массу и инерцию малой 

шестерни пренебрежимо малы. Тогда уравнение для   исчезает и связь 

( )x R r r = − −  позволяет всё выразить через   , но если шестерня невесома, то 

момент τ напрямую управляет стержнем, а реакция передаётся через зубчатое 

зацепление на колесо. В этом приближении система имеет две обобщённые 

координаты: θ и ψ, и один управляющий вход τ. Это корректно, если двигатель 

установлен на оси шестерни, и шестерня есть просто передаточный элемент. 

Получим уравнения движения с управлением. За обобщённые координаты 

принимаем: 1
q = , 2

q = . Лагранжиан системы: 

 ( )2 2 21

2
L Mx m X Y U= + + − .  

В уравнение Лагранжа необходимо добавить обобщённые силы: для θ 0Q =  (так 

как нет активного управления), для ψ Q =  (имеется управляющий момент). 

После простых, но громоздких вычислений получаем систему: 

 ( ) ( ) ( )
0

, , , , ,


       


   
+ = +   

  
M h G ,  

где G  учитывает гравитацию: 
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( )sin

cos

mg R r

mgL





− − 
=  
 

G .  

Линеаризация около точки желаемой стабилизации 
2


 = , 0 − . Пусть:

2


 = + , 1  является отклонением от вертикали вверх, 1 , 1 , 1 . Тогда: 

cos  − , sin 1  , sin 0  , cos 1   

После линеаризации (подробности опускаем для краткости) получаем: 

 
( )11 12A A mg R r  + = − − ; 

21 22A A mgL   + = − + , 
 

где коэффициенты 
ij

A - константы (зависят только от M, m, R, r, L). 

Это линейная система вида: 

 = +Mq Kq B . (2) 

Как известно [12-15], метод линейно-квадратичного регулирования (ЛКР) — это 

оптимальный метод синтеза линейного регулятора с обратной связью, который 

минимизирует заданный квадратичный критерий качества, балансируя между 

отклонением от цели (например, углами) и затратами управления (момент, энергия 

двигателя). В сравнении с пропорционально-интегрально-дифференцирующем (ПИД) 

регулятором [6] имеет автоматическую настройку через матрицы Q, R, достигает 

оптимальности минимизируя заданный функционал, естественно работает с векторами, 

учитывает полную динамику системы, имеет хорошую робастность при правильном 

выборе Q, R. То-есть даёт наилучший (в смысле заданного критерия) линейный закон 

управления для линейной системы. 

Для линейной системы: 

 u= +x Ax B . (3) 

ЛКР находит управление: 

 u = −Kx , (4) 

где 1 T−=K R B P , а P - решение уравнения Риккати: 

 1T T−+ − + =A P PA PBR B P Q 0 . (5) 

В (5): 

-  0Q  - веса на состояния (насколько важно их минимизировать), 

-  R>0 - вес на управление (насколько «дорого» использовать u). 

В нашем случае вектор состояния: 

 









 
 
 =
 
 
 

x    u = . (6) 
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Цель: →x 0 . Из полной нелинейной модели (8) после линеаризации получаем: 

 11 12 1a a b   = + + . (7) 

 11 12 2a a b   = + + . (8) 

Перепишем в форме пространства состояний: 

 
11 12 1

21 22 2

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0

0 0

u
a a b

a a b

   
   
   = +
   
   
   

x x . (9) 

В реальной робототехнической системе параметры (M, m, R, r, L, g) известны из 

конструкции, вектор x известен от датчиков (акселерометр, гироскоп и т. п.) 

Коэффициенты 
ij

a , i
b  зависят от параметров (M, m, R, r, L, g). Их можно вычислить 

аналитически и, если механическая конфигурация робота не претерпевает 

существенных изменений в процессе его работы, то это хорошее решение. В противном 

случае надо иметь набор коэффициентов для каждой конфигурации или иметь датчики 

положения всех деталей робота и на основании этого пересчитывать модель в ходе 

работы. Здесь предлагается создавать искусственный тестирующий импульс, 

воздействующий на систему и по импульсной переходной характеристике получить 

коэффициенты 
ij

a , i
b  или численно через частные производные. Тестирующий 

импульс должен быть достаточно мал, чтобы он не влиял на траекторию движения 

робота, но достаточен для обнаружения реакции акселерометрами и угломерами.  

Уравнения (2-9) дают основу для задачи синтеза ЛКР-регулятора [16, 17], но в них 

скрыто несколько фундаментальных математических и физических проблем, которые 

могут привести к тому, что система будет вести себя не так, как ожидается (например, 

стабилизировать "висячий" маятник вместо перевернутого, или работать только в 

симуляции, но не на реальном объекте). Физическая реальность такова, что вектор B  

в (11) должен иметь отрицательный знак. Иначе система будет всегда находиться в 

устойчивом равновесии. Это вытекает из того, что стандартная форма уравнений 

Лагранжа II рода имеет вид (10): 

 ( ) ( ) ( ) + + =M q q C q, q q V q , (10) 

где ( )V q  - потенциальная энергия. Отсюда ускорение 1
q M C q V−  
= − + 

 
 и видно, 

что должен быть отрицательный знак. 

Вектор управления Q может иметь вид:  

 
0


=Q      или    

0


=Q .  

В первом случае управляющий момент τ прикладывается непосредственно к 

координате ψ (стержню). Во втором случае мотор крутит колесо (θ), а стержень (ψ) 

пассивен. Управление осуществляется за счет инерционной связи. Это соответствует в 

классической задаче "перевернутый маятник на тележке/колесе", где система 



ISSN 2663-4228. Вестник ДонНУ. Серия Г: Технические науки. – 2026. – № 1. 

Зуев В.М., Первенко Д.А., Ниценко А.В. 42 

недоактируема. В нашем случае, так как момент τ действует напрямую на ψ, система 

является полностью актируемой по отношению к задаче стабилизации угла ψ. ЛКР 

конечно здесь избыточен, хватило бы простого PD-регулятора, если бы не стояла цель 

устойчивости при изменении конфигурации системы. 

На рисунках 2, 3 приведены результаты моделирования в системе MATLAB. 

 

Рис. 2. Положение груза Y 

 

Рис. 3. Положение груза Х 

Выводы. Полученные уравнения могут быть загружены непосредственно в 

микропроцессорную систему робота через средства MATLAB. Они показывают 

устойчивую динамику при значительном изменении конфигурации робота в процессе 

его работы. ЛКР автоматически находит оптимальные коэффициенты обратной связи, 

учитывая полную динамику системы, что делает его гораздо мощнее ПИД-регуляторов 

многомерных задачах. Достаточно удовлетворительно управляет системой с 

нелинейной динамикой (то есть ЛКР применяется как нелинейный регулятор с 

линейной обратной связью). 
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STABILIZATION OF THE POSITION OF A WHEELED JUMPING ROBOT  

 

Zuev V.M., Pervenko D.A., Nitsenko A.V. 

 

This paper describes the stabilization of a wheeled jumping robot's position using the LQR method. It is 

shown that the LQR method can be modified to be self-adjusting to a given target position. This enables position 

stabilization over a wider range of influences, is more resilient to external factors, and, unlike PID, does not 

require reconfiguration of the robot when changing system parameters. 

Keywords: robot, jumping, wheeled, stabilization. 
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